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The article substantiates the necessity of carrying out a complex of theoretical and experimental re-
searches on energy and resource conservation in technological processes of processing of food products 
aimed at increasing the efficiency of grinding. It should be noted that the ways of improving the efficiency of 
technology of processing of food products studied to date is clearly not enough. Mechanical properties in 
the most general form are determined by deformations occurring under the influence of force. Deformation 
of polymers in general and of tissues of meat and food products in particular as biopolymers is presented as 
a sum of three components: elastic deformation – inverse in the phase with stress, residual – completely 
irreversible and highly elastic – inverse, but not in phase with stress. Elastic deformation is associated with 
changes in intermolecular distances, residual – with irreversible displacements of molecules at distances 
larger than molecular sizes, and highly elastic associated with changes in the conformation of polymer 
chains. In the work, the rheological model of food products, as elastic-solid bodies, is presented as a con-
glomerate consisting of a solid (elastic) skeleton and a liquid substance that fills the gaps between solids. 
Being deformed, solid elements of the skeleton of food products crush on the liquid environment surround-
ing them, forcing them to move in less stressed zones. In accordance with the laws of hydrodynamics, the 
resistance of the medium at such displacement depends on the speed of its displacement. The problems of 
calculating the efforts of cutting raw materials from the depth of the wedge rotation with different angles of 
exacerbation for the food industry, in particular meat, have been investigated. Experimental studies have 
been conducted to verify the theoretically derived dependence. Cutting efforts coincide well with experi-
mental data and can be used for practical use. In the article, in order to investigate the process of cutting 
raw materials intended for food production, a mathematical model of physically grounded combinations of 
elements for describing the mechanical properties of food products was used, which with sufficiently reflect 
the fundamental properties of the material: elasticity, viscosity and plasticity. The equation for calculating 
the cutting effort from the angle of sharpening the wedge and test its adequacy experimentally was proven. 
Applied methods of physically based combinations of elements for mathematical description of mechanical 
properties of food products, which with sufficient accuracy reflect the fundamental properties of the materi-
al: elasticity, viscosity and plasticity. In this combination, the advantage is given to those properties that 
have a significant value. For food products, such properties are: elasticity and viscosity. A consistent and 
parallel connection of these elements allows you to simulate the deformation of materials with very complex 
properties. It is advisable to use the mathematical model of food behavior in subsequent studies, as well as 
to take into account the energy costs of grinding using chopping. 
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Дослідження зміни енергозатрат при рубанні харчової сировини від кута 




Львівський торговельно-економічний університет, м. Львів, Україна 
 
У статті обґрунтована необхідність проведення комплексу теоретичних і експериментальних досліджень з енерго- і ресурсо-
збереження в технологічних процесах переробки харчових продуктів, спрямованих на підвищення ефективності подрібнення. При 
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цьому варто зазначити, що шляхи підвищення ефективності технології переробки харчових продуктів вивчені до теперішнього 
часу явно недостатньо. Механічні властивості в найзагальнішому вигляді визначаються деформаціями, які відбуваються під 
впливом сили. Деформації полімерів взагалі і тканин м’яса і харчових продуктів зокрема як біополімерів подано у вигляді суми 
трьох складових: пружної деформації – зворотної в фазі з напруженням, залишкової – повністю незворотної і високоеластичної – 
зворотної, але не в фазі з напруженням. Пружна деформація зв'язується з зміною міжмолекулярних відстаней, залишкова – з 
незворотними переміщеннями молекул на відстані більші, ніж молекулярні розміри, і високоеластичні зв’язані з змінами конфор-
мації полімерних ланцюжків. В роботі реологічна модель харчових продуктів, як пружнов’язких тіл, представлена як конгломерат, 
що складається з твердого (пружного) скелета і рідкої речовини, що заповнює проміжки між твердими елементами. Будучи 
деформованими, тверді елементи скелета харчових продуктів тиснуть на рідке середовище, що оточує їх, примушуючи перемі-
щатися в менш напружені зони. Відповідно до законів гідродинаміки опір середовища при такому переміщенні залежить від шви-
дкості її переміщення. Досліджені питання розрахунку зусиль рубання сировини від глибини вкорінювання клина з різними кутами 
загострення для харчової промисловості, зокрема м’яса. Проведені експериментальні дослідження з перевірки теоретично виве-
деної залежності. Зусилля розрубування добре збігаються з експериментальними даними і можуть використовуватись для прак-
тичного використання. 
 




Проблема зниження енерговитрат процесу подріб-
нення і зведення до мінімуму втрат поживної цінності 
харчової сировини і продуктів в ході їх подрібнення є 
дуже актуальною. Розв’язок її дозволить підвищити 
ефективність харчового виробництва в цілому 
(Sukhenko, 2013; Stukalska, 2015). 
Ефективність операції подрібнення в технології 
переробки визначається цілою низкою чинників: 
структурою і фізико-механічними властивостями 
харчових продуктів, параметрами процесу подрібнен-
ня, конструктивно-технологічними параметрами под-
рібнювача (Topolnyk and Stukalska, 2013; Sukhenko, 
and Sukhenko, 2013; Pogrebnyak, 2017). 
У зв’язку з цим очевидна необхідність проведення 
комплексу теоретичних і експериментальних дослі-
джень з енерго- і ресурсозбереження в технології 
переробки харчових продуктів, спрямованих на під-
вищення ефективності даної технології. При цьому 
варто зазначити, що шляхи підвищення ефективності 
технології переробки харчових продуктів вивчені до 
теперішнього часу явно недостатньо.  
Тканини, складові м’яса і субпродуктів належать 
до природних біополімерів, тому дослідження їх ме-
ханічних властивостей проводиться в рамках уявлень 
механіки полімерів (Reznik, 1975; Kishenko et al., 
2016; Ukrainets et al., 2017). 
Механічні властивості в найзагальнішому вигляді 
визначаються деформаціями, які відбуваються під 
впливом сили. Деформації полімерів взагалі й тканин 
м’яса і харчових продуктів як біополімерів зокрема 
подано у вигляді суми трьох складових: пружної де-
формації – зворотної в фазі з напруженням, залишко-
вої – повністю незворотної і високоеластичної – зво-
ротної, але не в фазі з напруженням. Пружна дефор-
мація зв’язується з зміною міжмолекулярних відста-
ней, залишкова – з незворотними переміщеннями 
молекул на відстані більші, ніж молекулярні розміри, 
і високоеластичні зв’язані з змінами конформації 
полімерних ланцюжків. 
 
Матеріал і методи досліджень 
 
Як відомо (Brankov, 1981; Elhina et al., 1987; 
Kartashov et al., 1987), ізотропні полімери, в тому 
числі м’ясо і субпродукти як біополімери можуть 
бути умовно розділені на три групи, в кожній з яких 
одна з перерахованих компонент деформації при да-
них умовах є переважаючою:  
- жорсткі полімери, що проявляють малі деформа-
ції і мають значно вищий модуль пружності, ніж інші 
полімери; 
- м’які еластичні полімерні матеріали, що мають 
здатністю до дуже великих (десятки і сотні відсотків) 
зворотних деформацій; 
- полімери, які виявляють плинність при впливі 
зовнішніх сил. 
Розподіл полімерів на ці групи є досить умовним, 
оскільки залежно від режиму навантаження і темпера-
тури співвідношення компонентів деформації в полі-
мері може змінюватися. М’ясо і харчові продукти при 
температурах, вищих за кріоскопічну (-1 °С), є плас-
тичними тілами, досить близькими, відповідно до 
наведеної класифікації м'яких полімерів. У міру зни-
ження температури, яка міститься в продуктах, вода 
починає промерзати і різко змінює їх механічні влас-
тивості. Так, при температурах, нижчих ніж кріогенні 
(-60 °С), за механічними властивостями м’ясо і про-
дукти можна віднести до досить жорстких полімерів. 
В інтервалі температур між кріоскопічною і кріо-
гідратною м’ясо і продукти мають проміжні власти-
вості між крихкістю і пластичністю. В деформаціях їх 
в різних співвідношеннях між собою одночасно при-
сутні всі три розглянуті компоненти. 
В інтервалі температур між кріогідратною і 20 °С 
механічна поведінка харчових продуктів характеризу-
ється як пружньов’язка. В цих випадках деформація 
складається з миттєвої пружної, що підпорядковуєть-
ся формально закону Гука, запізнілої високоеластич-
ної і залишкової. 
Реологічна модель харчових продуктів як пруж-
ньов’язкого тіла може бути представлена як конгло-
мерат (Reznik, 1975; Kartashov et al., 1987; Padohin and 
Kokina, 2007), що складається з твердого (пружного) 
скелета і рідкої речовини, що заповнює проміжки між 
твердими елементами. Будучи деформованими, тверді 
елементи скелета харчових продуктів тиснуть на рідке 
середовище, що оточує їх, примушуючи переміщати-
ся в менш напружені зони. Відповідно до законів 
гідродинаміки опір середовища при такому перемі-
щенні залежить від швидкості її переміщення. 
Для математичного опису механічних властивос-
тей матеріалів в реології розроблені методи фізично 
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обґрунтованих комбінацій елементів, які з достатньою 
точністю відображають фундаментальні властивості 
матеріалу: пружність, в’язкість і пластичність. При 
такому комбінуванні перевага надається тим власти-
востям, які мають істотне значення. Для харчових 
продуктів такими властивостями є: пружність і 
в’язкість. У реологічних схемах, що характеризують 
властивості матеріалу, прийнято пружність зображати 
у вигляді пружини, деформування якої підпорядкову-
ється закону Гука, а в’язкість – у вигляді циліндра з 
в’язкою рідиною, в якому переміщення поршня під-
порядковане закону Ньютона. Послідовне і паралель-
не з’єднання зазначених елементів дозволяє моделю-
вати деформацію матеріалів з вельми складними вла-
стивостями (Reznik, 1975; Padohin and Kokina, 2007).  
 
Результати та їх обговорення 
 
У роботі досліджується процес рубання сировини, 
призначеної для харчового виробництва з застосуван-
ням математичної моделі фізично обґрунтованих 
комбінацій елементів для опису механічних властиво-
стей харчових продуктів, які з достатньою точністю 
відображають фундаментальні властивості матеріалу: 
пружність, в’язкість і пластичність. Одержимо рів-
няння для розрахунку зусилля рубання від кута загос-
трення клина і проведем перевірку його адекватності 
експериментально. 
Деформаційну поведінку харчових продуктів най-
більш повно характеризує модель, яка містить три 
послідовно з’єднаних елемента (рис. 1. а): 
 
 Рис. 1. Реологічні модель харчових продуктів: 
а – схема моделі, б – діаграма деформування м’яких 
продуктів і м’яса елемент Е1 миттєвої пружності, елемент Е2 запізнілої пружності, з’єднаний паралель-но з елементом в’язкості η2, і елемент течії η1, з’єднаний з першими двома елементами послідовно 
(дана модель схожа з «Моделлю Бюргерса»).  
 
При швидкому навантаженні моделі повна її дефо-
рмація відбудеться, головним чином, за рахунок стис-
нення пружини (елемента) Е1. При фіксації моделі в стислому стані пружина Е1 стане переміщати поршень елемента η1. У міру просування останнього пружина Е1 буде розтискати і напруження буде зменшуватися. Ми отримаємо типову картину релаксації напруження 
при постійній деформації. 
Явище повзучості, характерне для пружньов’язких 
матеріалів, може бути отримано на зазначеній моделі 
за умови застосування до неї постійного навантажен-
ня. Під його дією спочатку відбудеться швидка дефо-
рмація моделі за рахунок стиснення пружини елемен-
та Е1, а потім – поступова деформація за рахунок 
стиснення пружини елемента Е2 разом з переміщен-
ням поршня елемента η2. При знятті навантаження пружина елемента Е1 розтиснеться миттєво, а Е2 може 
розтиснутися лише поступово, впливаючи при цьому 
на поршень елемента η2. Положення поршня елемента η1 зафіксує залишкову деформацію.  
На рис. 1 б наведена узагальнена графічна залеж-
ність (Reznik, 1975) відносної деформації ε пруж-
ньов’язкого тіла, в тому числі й харчових продуктів, 
від тривалості їх навантаження і розвантаження. Її 
характер ідентичний розвитку деформації описаної 
моделі. Так, тут ордината АВ відповідає миттєвому 
стисненню елемента Е1, ВС – поступовому стисненню елемента Е2 разом з переміщенням поршнів елементів 
η2 і η1, СD – миттєвому розтисненню елемента Е1, DЕ 
– поступовому розтисненню елемента Е2 і EF – зали-шковій деформації. 
Аналітичний опис моделі приводить до диферен-
ціальних рівнянь 
2 2T H K E                            (1) 
де T, H, K – деякі константи; 
2T
E




   ; 
2
2
ЕК              (2) 
Аналіз рішень окремих випадків рівняння (1) до-
зволяє встановити, в якому ступені прийнята модель 
має властивості пружньов’язкого матеріалу і, зокрема, 
явищ повзучості і релаксації напружень. Так, якщо в 
момент часу t = 0 починає діяти постійне напруження 







    
      
                              (3) 
Розв’язок даного рівняння дасть закон зміни дефо-
рмації в часі, тобто рівняння повзучості 
1 2 1
1 1 1(1 )ktв
E E
  
       
                     (4) 
Відповідно до цього рівняння, при t = 0 матеріал 
отримує миттєву деформацію ε, а при збільшенні t 
деформація зростає, чим і характеризується повзу-
чість. 
За умови ж ε = const права частина рівняння (1) 
перетворюється в нуль, 
Тобто 
0T H K                                  (5) 
Спільним розв’язком цього рівняння є 
aA в B в                                    (6) 
характеристичне рівняння буде 
2 0Н Ка аТ Т                                     (7) 
на підставі Розв’язок якого визначаться коефіцієнти α 
і β. Довільні постійні А і В визначаться з початкових 
умов 
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       (8) 
з яких випливає, що постійні А і В залежать від кінце-
вого значення деформації ε. Розв’язок рівняння (5) дає 
закон релаксації напружень (6). З аналізу останнього 
випливає, що при t = 0 напруження має значення σ = 
A + B, при зростанні t напруження зменшується за 
експоненціальним законом. 
Таким чином, як логічний, так і математичний 
аналіз розглянутої моделі харчових продуктів вказує 
на її достатню фізичну достовірність. Крім того, така 
модель дозволяє досить ілюстративно пояснити хара-
ктер поведінки харчових продуктів в процесі їх нава-
нтаження. Це надзвичайно важливо для чіткого уяв-
лення процесу взаємодії леза (його крайок і фасок) з 
матеріалом, особливо з урахуванням швидкості різан-
ня, яка змінюється в досить широкому діапазоні. 
Кут загострення ріжучого інструмента у вигляді 
клина та механічні властивості сировини або продук-
ту для приготування страв, зокрема м’яса, мають сут-
тєвий вплив на енерговитрати при рубанні. Матема-
тичний вираз зусилля рубання в першій його стадії – 
коли клин врізається в сировину, зминає її і викликає 
опір розтягуванню в площині розрубування і приво-
дить до зростання зусилля, до величини max P, тобто 
до появи випереджуючої тріщини, яку можна врахо-
вувати різними коефіцієнтами, залежно від сировини 
рубання її агрегатного стану, або при деяких умовах 
рубання, не враховувати взагалі. 
Виразимо математично зусилля вкорінювання ру-
баючого клина в сировину залежно від кута його заго-
стрення при різній ширині та фізико-механічних влас-
тивостях зразків сировини або продукту (рис. 2). 
 Рис. 2. Розрахункова схема початкового  
вкорінювання клина в сировину 
 
Припустимо, що абсолютно гострий різець вкорі-
нюється в сировину і через деякий час точка b займе 
положення b’c (рис. 2) і що зусилля, викликане тертям 
різця по сировині, менше за тимчасовий опір сирови-
ни стисканню. Виходячи з цього, відрізок b’c дорів-
нюватиме глибині вкорінення різця. При цьому над 
його щокою утворюється шар зім’ятої сировини 
(пружний клин), який сприймає тиск від щоки і пере-
дає його зім’ятим волокнам сировини. Над точкою            
b’ глибину пружного клина визначимо з рівняння 
sinh b c l tg       (9) 
де l – глибина вирівнювання клина, м; 
α– половина кута загострення клина. 
На ділянці b’c нормальна складова визначається за 
формулою 
1N bl                    (10) 
де σ –  тимчасовий опір стиснення сировини під від-
повідним кутом у напрямку різання, H/м2; 
b – ширина клина, м. 
Передача тиску щоки на ще не зім’яті волокна сиро-
вини чи продукту здійснюється також на ділянці b′k, 
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Зусилля на цій ділянці 
    2 HN bl                        (12) 
Внаслідок того, що зминання сировини або продукту 
під визначеним кутом, величина тимчасового опору 
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Виходячи з загального виразу зусилля рубання сиро-
вини 
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З урахуванням того, що 
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                                             (16) 
де f – коефіцієнт тертя між різцем і сировиною або 
продуктом. 
 
 Рис. 3. Графік зміни зусилля рубання від глибини 
вкорінювання клина з різними кутами загострення: 
Кут 1=14°50′; Кут 2=24°50′; Кут 3=34°40′;  
Кут 4=45°50′ 
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На рис. 3 подано графік залежності зусиль рубання 
від глибини вкорінювання клина з різними кутами 
загострення. Залежність зусилля розрубування добре 
збігається з експериментальними даними і може ви-
користовуватись для практичного використання. З 
графіка чітко видно, що зі зростанням кута загострен-




Досліджені питання розрахунку зусиль рубання  
сировини від глибини вкорінювання клина з різними 
кутами загострення для харчової промисловості, зок-
рема м’яса. Проведені експериментальні дослідження 
з перевірки теоретично виведеної залежності. Зусилля 
розрубування добре збігаються з експериментальними 
даними і можуть використовуватись для практичного 
використання. 
Перспективи подальших досліджень. Застосовані 
методи фізично обґрунтованих комбінацій елементів 
для математичного опису механічних властивостей 
харчових продуктів, які з достатньою точністю відо-
бражають фундаментальні властивості матеріалу: 
пружність, в’язкість і пластичність. При такому ком-
бінуванні перевага надана тим властивостям, які ма-
ють істотне значення. Для харчових продуктів такими 
властивостями є: пружність і в’язкість. Послідовне і 
паралельне з’єднання зазначених елементів дозволяє 
моделювати деформацію матеріалів з вельми склад-
ними властивостями. Математичну модель поведінки 
харчових продуктів доцільно використовувати в на-
ступних дослідженнях, а також враховувати енерге-
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